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In [l] wurde gezeigt, dal3 die Grogen 
worm 17, die Menge der reellen Polynome vom Grade n bezeichnet, geome- 
trisch abnehmen und CT = E,,, (XJ1ln der Ungleichung & < u < 0.435.. 
geniigt. 
Wir betrachten zunachst die polynomische L2-Approximation mit der 
Laguerre-Belegung e-t iiber [0, co) zuf(x> = eZ14 und gewinnen daraus dann 
die Schranken 
1 
6((4n + 4) lg 3 + 2 lg 2)l/’ ’ 3nAn ’ (2)1’2’ (2) 
insbesondere also o = lim,,, (X,J1ln = &. 
Mittels der Laguerre-Polynome in der normierten Form 
L,(x) = (e~/n!)(e-zx~)(n) (vgl. L P* lW> (3) 
erhiilt man zu f(t) = et/4 die Laguerre-Koetienten 
c, = lm e-te”‘4Lm(t) dt = $ La (e-ttm)(m) et’4 dt = (-‘zl’ 4 (4) 
durch m-fache partielle Integration. In II, hat f demnach das Laguerre- 
Proximum 
395 
Copyright 0 1973 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
396 SCHdNHAGE 
mit dem minimalen Fehlerquadrat 
I 
I: 
F~(&/~ - g,(r))* dt = 
0 
i c," =: & . 
m-n+1 
In (1) kann e-= durch e-Z/4 ersetzt werden. Zur Herleitung der unteren 
Schranke betrachten wir pn E II,, mit 
I e-=‘4 - (I/PnW)l < 43 ftir x20 
oder dazu gquivalent 
I p,(x) - eZ14 i < ~Le”/~p,(x) 
Daraus ergibt sich 
fur x 2 0. (7) 
sofern h,,ea14 < 1; mit a = (4n + 4) Ig 3 + 2 lg 2 kann dies vorausgesetzl 
werden, da sonst sogar die gegentiber (2) gtinstigere AbschHtzung 
3”A, 2 (l/6(2)‘/‘) gelten whrde. Aus (7) folgt so 
1 p,(x) - pia 1 < 2&e”/* fur 0 < x < u. (8) 
Diese Ungleichung kann als Tschebyscheff-Approximierbarkeit m Gewicht 
&la tiber [0, a] von e/o gedeutet werden. Das entsprechende Tschebyscheff- 
Proximum qn ELI,, erfiillt (8) dann ebenfalls. AuDerdem hat d(x) = qn(x) - LIP 
eine (n + 2)-stellige Alternante und deshalb mindestens n + 1 Nullstellen in 
(0, a). Andererseits hat d wegen dtnfl)(x) -=L 0 aber hiSchstens n + I Null- 
stellen in (0, co), und mit d(x) -+ -co fir x -+ co folgt so qn(x) -c e2j4 fur 
x > a. Weiter s&lie& man in ahnlicher Weise auf q,,(x) 3 0 fur x 3 cx 
Wsire q,,(z) < 0 fiir ein z > a, dann erg5iben sich mit den n + 1 Nullstellen 
Xl < ..* < x,+r < z von d nach dem Mittelwertsatz Zwischenwerte 
Xj' E (Xj 9 Xj+J (1 < j < n) und z’ E (&I+, 9 4 
mit d’(x,‘) = 0 und qA(z’) < 0, letzkres wegen qn(xn+& > 0 > qn(z)- 
n-fache Wiederholung dieser SchluDweise wtirde zu qrfl)(z(n+l)) < 0 fiihren - 
im Widerspruch zu q,, ~l7,. Aus 0 < q,,(x) < @I4 fiir x >, a und der 
Ungleichung (8) ftir q,, ergibt sich in Verbindung mit (6) 
2 
32n+4 < som e-t(q,(t) - etl4)2 dt < /’ e-‘(2&e’/*)* dt + Irn e-t/2 dt 
0 a 
= 4uhi + 2ema12; 
mit a = (4n + 4) Ig 3 + 2 Ig 2 folgt daraus die untere Schranke in (2). 
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Zur Herleitung der oberen Schranke bilden wir mit Hilfe des in (5) 
genannten Polynoms g, in Analogie zu 
@et/4 dt = @I4 
das Polynom h, E IT* der Form 
emtg,(t) dt = 2 f. g?‘(x) = i 
m=o 
Anwendung der Schwarzschen Ungleichung liefert mit (6) 
1 es/4 - h&l < gee” Jm e-t ) eti4 - gn(t)l dt 
< Qp i: e-t dt)li2 fs,” ewt(eti4 - g,(t))2 dt)li2, 
1 @I4 - Mx)l s 4 . 3” cw2 e2/2 fur x 3 0. (10) 
Fur x < b = 4n lg 3 + 2 Ig 2 folgt daraus 
(11) 
also h,(x) > 0 und in Entsprechung zu (7) vermbge (10) 
1 
I eO/4 - hdx)l G 21,2 . 3n e”“%(x) fiir 0 < x < b. 02) 
Ftir x > b gilt h,‘(x) > 0, denn fur m < n hat (- l)“L, genau m einfache 
Nullstellen unterhalb von 4m < 4n < b, so da13 (- 1)” L%‘(x) > 0 ftir x 2 b 
und alle k (vgl. (9)). Deshalb gilt h,(x) 3 h,(b) > 0 ftir x > b, und mit (11) 
fi.ir x = b folgt 
Zusammen mit (12) ergibt sich so die obere Schranke in (2). 
Die in [I] angegebenen umerischen Werte einiger h, liegen n&her an der 
unteren Schranke und lassen so vermuten, daJ3 die wahre Gr&nordnung 
der h, mit l/(nll* . 3n) gegeben ist. Dennoch sind die in (9) explizit genannten 
h, gute Ntierungen, zumindest als Ausgangsniiherungen bei Berechnung 
der optimalen pn in (7). 
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